
DFS-3תרגול 
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קודקודים מנתקים

קודקוד מנתקקודקוד בגרף לא מכוון נקרא : הגדרה

(  יחד עם הקשתות הסמוכות אליו)אם הסרתו 

.מגדילה את מספר רכיבי הקשירות של הגרף
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מציאת קודקודים מנתקים–1שאלה 

נתון גרף לא מכוון                    תארו  :תרגיל

.יעיל למציאת כל הקודקודים המנתקים שלו' אלג

 EVG ,. 
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פתרון–1שאלה 

 נריץDFSעל𝐺 לקבלת יערDFS ,ונשמור את זמני הגילוי𝑑 𝑣.

כ שהגרף קשיר ולכן היער מכיל עץ יחיד"נניח בה

( אם𝑣 צאצא של𝑢 בעץ נסמן𝒖 < 𝒗)
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פתרון–1שאלה 

אם יוצאת מקודקוד : הגדרה𝑣 קשת אחורית אל קודקוד𝑤
.𝑣של אב חורג𝑤-נגיד ש

הסרת קודקוד : אבחנה𝑢מנתקת בן שלו לא𝑣(מהשורש  )

𝒖צאצא עם אב חורג 𝑣-יש ל⇔ > 𝒘.

(ובהמשך גם לא)בציור : הוכחה



פתרון–1שאלה 

הסרת קודקוד : אבחנה𝑢מנתקת בן שלו לא𝑣
𝒖צאצא עם אב חורג 𝑣-יש ל⇔( מהשורש) > 𝒘

 אם ל: ⇒כיוון-𝑣צאצא עם אביש-

𝑢חורג  > 𝑤 , לאחר מחיקת𝑢
𝑣נשאר מחובר.
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פתרון–1שאלה 

הסרת קודקוד : אבחנה𝑢מנתקת בן שלו לא𝑣
𝒖צאצא עם אב חורג 𝑣-יש ל⇔( מהשורש) > 𝒘

 אם ל: ⇐כיוון-𝑣צאצא עם אבאין-

𝑢חורג  > 𝑤 , לאחר מחיקת𝑢
𝑣מנותק מהשורש.
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פתרון–1שאלה 

"הסרת קודקוד : "ראינו𝑢מנתקת בן שלו לא𝑣
𝑤 :𝒖חורג צאצא עם אב 𝑣-יש ל⇔( מהשורש) > 𝒘

הסרת קודקוד : באופן שקול𝑢מנתקת בן שלו לא𝑣
𝑤  :𝒅[𝒖]חורג צאצא עם אב 𝑣-יש ל⇔( מהשורש) > 𝒅[𝒘]
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הפתרון–1שאלה 

נרצה לחשב לכל צומת ערך:

 איך ניתן להשתמש בערכי𝑙𝑜𝑤שחישבנו כדי לדעת אם

?מנתק𝑢צומת 

𝑙𝑜𝑤 𝑣 ≔ 𝑑[𝑤]
.𝑣האב החורג הכי עליון של צאצא של 𝑤עבור 

𝑢 לכל בן שלו ⇔לא מנתק𝑣מתקיים:

𝑙𝑜𝑤 𝑣 < 𝑑[𝑢]

𝑙𝑜𝑤ל נקבע "כנ𝑤אם אין אף  𝑣 = ∞

לא נכון לשורש



פתרון–1שאלה 

 איך ניתן לחשב ביעילות את𝑙𝑜𝑤[𝑣]של כל צמתי הגרף?

נשתמש בשוויון הבא:

𝑙𝑜𝑤 𝑣 = min  
d[w]

𝑙𝑜𝑤[𝑣′]

; קשת אחורית (𝑣, 𝑤)

𝑣′ בן של𝑣;

𝑙𝑜𝑤 𝑣 ≔ 𝑑[𝑤]
.𝑣האב החורג הכי עליון של צאצא של 𝑤עבור 



פתרון–1שאלה 
DFS-VISIT(G,u):

1 u.color ← GRAY
2 time ← time+1
3 u.d ← time

u.low ←∞
4 for each v in G.Adj[u]

if v.color = GRAY
u.low ← min(u.low, d[v])

5 if v.color = WHITE
6 v.π ← u
7 DFS-VISIT(G, v)

u.low ← min(u.low, v.low)
8 u.color ← BLACK
9 time ← time+1

10 u.f ← time

–1שאלה 
lowחישוב 



סופי וסיבוכיות' אלג–1שאלה 

,כדי לקבל יערמשודרגDFSמריצים , בבת אחת1.

𝑙𝑜𝑤-ולכל צומת את ערך ה

-כך ש𝑣ובודקים אם יש לו שכן 𝑢עוברים על כל צומת 2.

.1𝑣 בן של𝑢

.2𝑙𝑜𝑤 𝑣 ≥ 𝑑[𝑢]

.מנתק𝑢-מסמנים ש-אם כן 

אם לשורש של עץ יש יותר מבן אחד מסמנים שמנתק  3.

.ואחרת שלא

𝑶(𝑽: כ"סה• + 𝑬)

𝑂(𝑉 + 𝐸)

𝑂(𝑉 + 𝐸)



הוכחת האבחנה–1שאלה 

הסרת קודקוד : אבחנה𝑢מנתקת בן שלו לא𝑣(מהשורש  )

𝒖צאצא עם אב חורג 𝑣-יש ל⇔ > 𝒘.

נניח של⇒: הוכחה-𝑣צאצא עם אב חורג יש𝑢 > 𝑤 .  אז

𝑣יש מסלול  ↝ 𝑣′ → 𝑤 ↝ 𝑠 שלא עובר דרך𝑢 ולכן𝑣
.לא מתנתק

 כאשר𝑣 ↝ 𝑣′ הוא המסלול ביער בין𝑣ו-𝑣′ .מתקיים

𝑢 < 𝑣 < 𝑣′ולכן הוא לא עובר ב-𝑢.

 באופן דומה𝑤 ↝ 𝑠 הוא המסלול ביער בין𝑠ו-𝑤.

 הקשת𝑣′ → 𝑤 גם נשארת לאחר מחיקת𝑢.



(המשך)הוכחת האבחנה –1שאלה 

נניח של⇐: הוכחה-𝑣צאצא עם אב חורג אין𝑢 > 𝑤.

 נסתכל על קבוצת הצמתים𝑇𝑣העץ  -שמכילה את צמתי תת

.𝑣ששורשו 

 לאחר מחיקת𝑢 , אילו קשתות יוצאות מצמתי𝑇𝑣?

 יוצאות מצומת ב–קשתות עץ-𝑇𝑣ונכנסות לצומת ב-

𝑇𝑣
 יוצאות מצומת ב–קשתות אחוריות-𝑇𝑣  אל אב קדמון

או  , (נמחק)𝑢כל אב קדמון כזה הוא או , מההנחה. שלו

(.𝑇𝑣-בהכרח ב)𝑢צאצא של 

לכן כל הקשתות שיוצאות מ-𝑇𝑣נכנסות ל-𝑇𝑣.



קבוצת מוצא

קבוצת קודקודים      בגרף מכוון              : הגדרה

אם יש ממנה מסלול לכל קודקוד  קבוצת מוצאנקראת 

א  "ז. בגרף

S

vsSsVv  ~  ,  ,

 EVG ,
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קודקודי מוצא–2שאלה 

תארו אלגמכוון                    נתון גרף :תרגיל  '

.מינימאליתקבוצת מוצא למציאת 

 EVG ,. 
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פתרון–2שאלה 

 האלגוריתםתאור:

.חים"רקנחשב ◦

ח שאין אף קשת שנכנסת "נבחר קודקוד אחד מכל רק◦

(.מקורח כזה יכונה  "רק, להלן)אליו 
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פתרון–2שאלה 

נכונות

.מקורות𝑚נניח שמצאנו ◦

.מקורכל קבוצת מוצא תכיל לפחות צומת אחד מכל ◦

ח ללא קשתות "בהכרח ניתן להגיע מרק, ח אחר"לכל רק◦

.נכנסות

כלומר כל קבוצת מוצא◦

𝑚היא בגודל לפחות 
𝑚ומצאנו קבוצה בגודל בדיוק 

.ולכן זו קבוצה מינימלית
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גרף העל–פתרון יותר מפורט 

גרף העל: הגדרה

של      מכיל קודקוד גרף העל , גרף מכוון                  בהנתן◦

שיש ביניהם לפחות חים"רקעבור כל זוג . ח של     "עבור כל רק

בין הקודקודים המייצגים את ( יחידה)תהיה קשת , קשת אחת

.ל"הנחים"הרק

 EVG ,G

G
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פתרון יותר מפורט

נבנה את גרף העל

הפיכת  , DFS–כמו שנלמד בשיעור )חים"רקנחשב ◦

(.DFSקשתות ושוב 
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פתרון יותר מפורט

נבנה את גרף העל

הפיכת  , DFS–כמו שנלמד בשיעור )חים"רקנחשב ◦

(.DFSקשתות ושוב 

a

b

c

d
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פתרון יותר מפורט

 העלקיבלנו את גרף

נהפוך את הקשתות שלו

נסמן כל קודקוד שאין ממנו קשתות יוצאות

a

b

c

d
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פתרון יותר מפורט

ח שמתאים לקודקוד שסימנו נבחר קודקוד  "מכל רק

(למשל את הראשון)

נחזיר שזאת קבוצת מוצא מינ'
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סיבוכיות

חים "חישוב רק–

 בניית גרף העל–

 הפיכת הגרף–

 בחירת הצמתים-

האלגכ זמן ריצה של "סה '–

 VEO .

 VEO .

 VEO .
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 VEO .
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תחנות במסלול–3שאלה 

נתונים גרף מכוון                   וקבוצה   : תרגיל

מסלול אשר בודק האם קיים בגרף ' תארו אלג

יכול לעבור המסלול קודקודי      דרך כל העובר 

בקודקודים נוספים ואף לחצות את אותה קשת מספר  

.פעמים

 EVG ,

VS .

S.
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האלגוריתם:

.של הגרףחים"הרקנמצא את ◦

המכילים  חים"הרקאשר עובר דרך כל מסלול נחפש בגרף העל ◦

חים"הרקלהלן נכנה אותם בתור )-לפחות איבר אחד מ

(.הרלוונטיים

פתרון–3שאלה 

S
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f

b

d

f

המשך פתרון

ניצור את גרף העל ונמיין טופולוגית:

a

b

c

d

e

f

a

b

c

d

e

g

a

c
e

g27
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b

d

f

המשך פתרון

a

c
e

g

 חים"הרקשעובר דרך כל אלגוריתם למציאת מסלול

:הרלוונטיים

:נתקדם על פי הסדר הטופולוגי◦

נבדוק האם קיים  , ח רלוונטי"בכל פעם שנגיע לאיבר המייצג רק◦

(.בסדר הטופולוגי)הרלוונטי הבא ח"הרקמסלול ממנו אל 

באמצעותחיפוש מסלול מקודקוד     אל קודקוד     יתבצע ◦

BFSעל תת הגרף בין    לבין  -מ

u v

v vu.
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נכונות

:חים"הרקקיים מסלול כנדרש בגרף ם"אמקיים הילוך :טענה

אם יש הילוך שעובר דרך כל קודקודי    אז קיים 

שמשתמש רק בקשתות  )בגרף העל " מסלול מושרה"

(.חים"רקשיוצרות קשתות בין 

וכיוון שניתן להגיע  , אם קיים מסלול כנדרש בגרף העל

ניתן להרחיב  , ח"מכל קודקוד לכל קודקוד אחר ברק

.אותו להילוך מתאים שעובר דרך כל קודקודי     

השתמשנו בעובדה שניתן לחזור על -שימו לב שב

.  קשתות

.נכונות האלגוריתם למציאת מסלול בגרף העל":תרגיל"
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סיבוכיות

 מיון טופולוגי + חים"רקמציאת–

מציאת רכיבי הקשירות הרלוונטיים:

–חים"הרקניתן לבצע תוך כדי מציאת ◦

 הרלוונטייםחים"הרקמציאת מסלול בין:

.BFSריצות בשתי היותר לכל משתתף כל קודקוד ◦

.אחתBFSבריצת היותר לכל קשת משתתפת כל ◦

–BFS-סך זמן הריצה של כל פעולות ה◦

 EVO .

 EVO .

 EVO .

     EVOEVOEVO  ...2211

     EVEVEV  2...2211
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